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RzEe

Modelo de controle 6timo para empresas do polo

industrial de Manaus

Resumo: Esse trabalho visou elaborar um modelo matematico capaz de verificar se
o capital das empresas consegue controlar o nivel de emprego do Polo Industrial
de Manaus (PIM) e, teoricamente, manter 6timo o lucro de longo prazo. A
modelagem matematica foi desenvolvida através da Teoria do Controle Otimo cuja
funcdo objetivo é composta pela curva de producdo Cobb-Douglas e pela funcéo
linear, representando o lucro das firmas. Como resultado, as trajetdrias temporais
encontram-se com niveis 6timos, acompanhadas por variagcdes no elemento de
controle até o restabelecimento da eficacia dos fatores e da otimalidade global
dos lucros, ratificando a teoria econdmica. Finalmente, este trabalho mostra que
a modelagem de conceitos econémicos, com o uso da Teoria do Controle Otimo,
resulta na melhor resposta a dinamica dos insumos, trabalho e capital, num cenério
de desequilibrio das firmas, assegurando a melhor deciséo por patamares praticados
e, principalmente, pela melhor trajetéria dos fatores.

Palavras-chave: Modelagem matematica; Lucro de longo prazo; Principio do Maximo
de Pontryagin; Trajetoria 6tima.

Abstract: This paper elaborated a theoretical mathematical model that verifies if the
capital of the companies can control the employment level of the Industrial Pole of
Manaus and maintain long-term profit at optimal levels. We use the mathematical
Optimal Control Theory whose objective function is composed of the Cobb-Douglas
production curve and the linear function, representing the firms’profit. As a result,
the time trajectories are at optimal levels, accompanied by variations in the control
element until the reestablishment of the effectiveness of the factors and the global
optimality of profits, confirming the economic theory. Finally, this work shows that
the modeling of economic concepts, using the Theory of Optimal Control, results
in the best response to the dynamics of inputs, labor and capital, in a scenario of
imbalance of firms, ensuring the best decision by levels practiced and, mainly due
to the better trajectory of the factors.

Keywords: Mathematical modeling; Long-term profit; Pontryagin Maximum Principle;
Optimal trajectory.

Classificagao JEL: C02; D24; E24.

Aylo Sousa Nascimento Filho'

Frederick Fagundes Alves?

1 Universidade Federal do Amazonas (UFAM).
E-mail: aylonascimento@hotmail.com

Universidade Federal do Amazonas (UFAM).
E-mail: frederick@ufam.edu.br

Enderego: Av. General Rodrigo Otéavio
Jordao Ramos, 3.000 - Coroado. Campus
Universitario, Setor Norte, Bloco da FES. CEP:
69077-000 — Manaus/AM

R.Bras. Eco.de Emp. 2022;22(2): 33-57



34

Modelo de controle étimo para empresas do polo industrial de Manaus

1.Introdugdo

Este trabalho apresenta um modelo de controle 6timo para os niveis de emprego
e investimento de empresas do Polo Industrial de Manaus (PIM) com intuito de
maximizar o lucro e identificar as melhores trajetérias temporais para esses fatores. Com
a pesquisa tedrica da variacdo dos insumos, tem-se a pretensao de responder quais as
condi¢des para que isso ocorra, uma vez percebida a necessidade de otimizacdo dos
niveis praticados no modelo citado. Ndo obstante, a relacdo do emprego com o capital
no Polo Industrial de Manaus, no campo da teoria econ6mica revisada, aponta para a
necessidade de assumir as premissas econdmicas, de Controle e Proporcionalidade,
como hipdteses matematicas colocadas diante da problematica classica da otimizacao
dos lucros. Desta forma, foram associados elementos econémicos a um problema de
controle restrito a evolucao proporcional de suas variaveis que representa a decisdo das
firmas do PIM em relacdo aos insumos.

A restricdo ao sistema dinamico é a equacao diferencial que representa o
comportamento aproximado das varidveis ou dos niveis fisicos. Consequentemente, a
funcéo objetivo e a restricdo sdo autbnomas, nao dependem explicitamente do tempo,
embora as quantidades demandadas dos insumos dependam. Neste caso, a aplicacdo de
condi¢des necessdrias de primeira ordem e de condicdes iniciais encontram trajetérias
6timas e controlaveis para os insumos. Portanto, o modelo resolve um problema cuja
funcdo objetivo é composta pela funcao de producdo Cobb-Douglas e a funcéo linear,
restrito a dinamica sugerida a partir da analise dos indices do Modelo de Zona Franca
e, mais precisamente, de seu eixo estruturante, o Polo Industrial de Manaus.

Nao existe um consenso entre os especialistas dos beneficios reais do modelo de
desenvolvimento da Zona Franca de Manaus a sociedade. Em relacdo a distribuicdo
de renda, por exemplo, os estudos indicam crescimento econédmico com aumento do
produto e do nivel de emprego associados a desigualdade sistémica e comparada, na
segunda e na terceira fase da dinamica evolutiva do modelo (OLIVEIRA et al,, 2012, p.
15; BISPO, 2009, p. 211), respectivamente.

Estudos da Demonstragao de Valor Adicionado mostram que as empresas do polo
agregaram mais valor que empresas pares brasileiras (SA et al, 2013) em um periodo
de tempo, em parte, coincidente com a aumento do crescimento do Produto Interno
Bruto (PIB) e do nivel de emprego formal (ROCHA et al, 2013), ratificando a mudanca
da funcgao de producdo e a modernizagdo sem precedentes no polo industrial que
culminou em melhorias nas condi¢cdes de emprego, e num salto na produtividade com
niveis crescente de investimento (MACHADO et a/, 2006).

O estudo da relacdo entre os investimentos produtivos liquidos, ou seja, da
variacdo no estoque de capital de empresas do PIM e a média mensal de méo de obra,
a variacdo no estoque de emprego, no periodo entre os anos de 2000 a 2010, procura
medir a intensidade da associacao linear entre esses dois indicadores. N&o obstante,
como contribuicdo, a compreensdo do modelo e seu impacto socioeconémico esse
estudo apresenta um modelo teérico com premissas econémicas de Controle e
Proporcionalidade como sugestdo ao possivel desajuste entre os estoques desses
insumos ao longo do tempo.

A andlise do comportamento matematico do Polo Industrial de Manaus dentro
do modelo de desenvolvimento da Zona Franca e, principalmente, da relacdo entre
os indices de investimento e de mao de obra, podem melhorar a compreenséo sobre
a criacdo e a manutencao de postos de trabalho na regido. O PIM sofreu mudancas
juridico-administrativas e de organizacao industrial desde sua criacdo até a atualidade;
em parte devido a politica de redirecionamento dos objetivos econdmicos, apresentando
dificuldade em manter o nivel de emprego diante de flutua¢des do produto que pode
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ser verificada por criticas como em Guerra (1995), Ariffin e Figueiredo (2003), Silva (2006),
Bispo (2009), Miranda (2013), dentre outros. Desta forma, surgem indagacdes sobre os
padrdes evolutivos das variadveis estudadas levando em consideracédo a fase do modelo
econdmico e a instabilidade dos niveis ou dos estoques dos fatores. O que converge
para a situacao problema: Pode-se controlar o nivel de emprego do Polo Industrial de
Manaus através do nivel de capital utilizado?

A resposta para esta pergunta desencadeia uma série de investigacdes sobre essas
varidveis, sobre os indicadores e seus impactos no lucro empresarial. O que pode ser
representado por um problema de otimizagao dinamica em que as funcdes objetivo e
de restricao descrevem ou tentam descrever o comportamento do modelo econémico
em questao. Para isso, faz-se necessario a formalizacao das hipdteses a serem avaliadas.

A primeira hipotese é que o capital controla o emprego das empresas do PIM. Essa
hipdtese é fundamental para a escolha da teoria matemética a ser utilizada no trabalho,
a Teoria do Controle Otimo. Pretende-se, portanto, otimizar a funcéo de lucro das
empresas ao longo do tempo através da influéncia da variavel de controle, o capital,
sobre a varidvel de estado, o trabalho, de maneira que a funcdo Hamiltoniana construida
pela funcao de lucro e a funcdo de restricdo durante a resolucéo atinja seu étimo em
relacdo a primeira varidvel. Logo, estd implicita a condicao de otimalidade dos lucros
na premissa do modelo da qual o capital exerce controle sobre o trabalho e esse, por
sua vez, meca o estado geral do sistema.

A segunda hipodtese é que os fatores sejam proporcionais ao longo do tempo.
Essa suposicao econémica é simplificadora uma vez que problemas auténomos sdo
de dificil resolucdo analitica, além de assumir a existéncia de um “vinculo” entre as
variaveis que possivelmente influenciara nas trajetdrias 6timas procuradas. Esta premissa
corresponde a restricdo a funcdo objetivo e deve ser remodelada para que se contorne
outra dificuldade, a de trabalhar com equacdes diferenciais de segunda ordem, visto
que nao é imperativo mudancas de varidveis nas equacdes empregadas.

Portanto, o objetivo principal desse trabalho é construir um modelo, a partir de
hipéteses matematicas no tocante a Teoria do Controle Otimo, e verificar se este pode
melhorar o desempenho dos niveis de emprego e capital do Polo Industrial de Manaus
através de trajetdrias que otimizem o lucro empresarial e a demanda desses fatores ao
longo do tempo.

Os resultados mais proeminentes séo os caminhos étimos das variaveis de estado e
de controle, bem como arelacdo linear entre as Produtividades Marginais dos insumos,
obtida a partir da analise da funcdo Hamiltoniana. Ou seja, reuniu-se neste trabalho
as condicdes necessdrias para que capital e emprego tenham trajetdrias razoaveis e
otimizem a fungao de lucro baseado no comportamento restritivo dos fatores no modelo
econOmico regional.

2. Referencial tedrico

2.1 Modelagem matematica

A modelagem matematica é um processo que tem como objetivo a simplificacdo
de um problema real através da resolucdo de um problema abstrato que circunscreve
a realidade a partir de observacoes e interpretacdes ja existentes. Ou seja,

O objetivo fundamental do“uso” de matemética é de fato extrair a parte
essencial da situacdo-problema e formaliza-la em um contexto abstrato
onde o pensamento possa ser absorvido com uma extraordinaria
economia de linguagem. Desta forma, a matematica pode ser vista
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como um instrumento intelectual capaz de sintetizar ideias concebidas
em situagdes empiricas que estdao quase sempre camufladas num
emaranhado de varidveis de menorimportancia. (BASSANEZI, 2002, p.13)

Essa é uma forma simples de descrever as agdes mais importantes no processo de
modelagem matemdtica. Porém, as etapas mais detalhadas para a obtencao de um
modelo cogitativo que possa responder a um aspecto isolado da realidade sdo, segundo
Bassanezi op. cit. (2002):

1. Experimentacdo. Nessa etapa o modelador expande sua compreensao sobre o
problema concreto e junta uma gama de informacdes sobre o histérico de abordagens
e pontos de vista diferentes sobre o objeto.

2. Abstracdo. Esta necessita de subtarefas como: A selecao das variaveis, limitacao
dos aspectos estudados e a preparacao para a apresentacdo das equacdes ou funcoes
matematicas relacionadas; A formulacao dos problemas teoricos, a descricao do
problema no contexto da teoria estudada; A formulacdo de hipoteses, deducdes logicas
sobre o funcionamento interno; e A simplificacao, a retirada de entraves ao entendimento
e aresolucdo do problema.

3. Resolugdo.Como o préprio nome sugere é a aplicacdo do método de resolucdo
ao problema matematico abstrato.

4,  Validacdo. A interpretacdo dos resultados matematicos a partir da aplicagao
de métodos de resolucao.

5. Modificacdo. Ajustes em relagcao ao problema original.

Finalmente, a modelagem representa uma tentativa de reduzir a complexidade
de problemas reais e, quando possivel, aplicar teorias relacionadas, ndo apenas para
descrever fendmenos mais pra prever e melhorar das decisdes sobre o objeto em estudo.

2.2 A relagdo econdmica do capital com o trabalho

Existe uma infinidade de teorias e modelos econdmicos que estudam a relacao
entre os fatores de producéo, trabalho e capital. Na abordagem cléssica, a Teoria de
Desenvolvimento de David Ricardo contribuiu com a equa¢ao de Demanda por Trabalho,
aqui utilizada como restricdo ao problema matematico. Outra abordagem a nao classica,
denominada Keynesiana, é um contraponto a primeira que foi a resposta técnica aos
desequilibrios ocorridos na economia mundial apés a crise de 1929.

Na abordagem classica, David Ricardo (1777-1823) encontrou um problema légico
na Teoria do Valor-Trabalho; se o valor do produto incorporasse somente o valor do
trabalho, o capital migraria pela indUstria gerando lucros desiguais para o mesmo
volume de emprego, com excecao do capital fixo porque Ricardo imaginava o capital
variavel como a fonte do valor-trabalho. E ainda, se houvesse igualdade na troca dos
insumos haveria concentracao de atividades num fator apenas (BRUE, 2004). Para
resolver o impasse, considerou que a substituicdo ao longo do tempo fosse de forma
proporcional, mas ndo unitaria, e privilegiou o trabalho como a origem do valor de
troca. O capital coincidiria, portanto, ao trabalho incorporado ao longo do tempo.
Neste sentido, chegou-se a forma da dinamica de crescimento no fluxo diferente dos
insumos. A partir dessas conclusdes os economistas ampliaram as discussdes em relacédo
a essas variaveis elevando-as a uma Teoria do Crescimento e da Distribuicdo de Renda.
Importante perceber que aincorporacédo do trabalho foi a forma encontrada para superar
a dificuldade em distinguir os dois fatores. Infelizmente, esse estratagema ocasionou
outras dificuldades (MORSELEY, 2012); por exemplo, problemas conceituais com a
Agregacdo devido as diferentes categorias de trabalho e capital e, com a produtividade
marginal do capital devido aimpossibilidade de se manter as matérias-primas constantes
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enquanto a producao aumenta.

Em Oreiro (2000), pode-se observar toda a evolugao do argumento classico. Ainda na
Teoria Classica do Crescimento, ndo se pode garantir que o fator trabalho seja utilizado
de forma plena, ao contrério do fator capital, uma vez que a industria atua no pleno
uso de sua capacidade produtiva, ou seja, do capital fixo. O resultado do confronto
entre as produtividades dos fatores é uma igualdade entre a variavel de emprego e a
variavel de capital multiplicada pela razéo entre das quantidades dos fatores a margem.
Manipulacbes matemadticas dessa equagdo encontram a igualdade entre a taxa de
crescimento da demanda por trabalho e a taxa de crescimento do estoque de capital
sugerindo que a Equagao de Demanda por Trabalho de Ricardo (SOUZA, 2005) seja uma
adaptacao desse resultado. Além disso, a teoria enfrenta o dbice encontrado a partir
da comparacéao da fronteira de lucro-salario e da fronteira de consumo-crescimento,
considera-se o salario de subsisténcia igual ao consumo e a produtividade marginal
do trabalho como uma fungdo exponencial do capital, o que redireciona a questao aos
retornos de escala. Neste sentido, a solu¢do do problema é que os retornos de escalas
sejam constantes e, para isso, a igualdade entre as taxas acima deve prevalecer.

Na abordagem mais recente, a teoria keynesiana, o movimento do capital em relagédo
ao trabalho é quase imediato, pois uma taxa de desemprego alta resulta num produto
agregado baixo em periodos de tempo consecutivos; por se tratar de um volume de
mao-de-obra que ndo produz hoje e, consequentemente, ndo agregard amanha com
suas atividades. E evidente que isso depende do periodo dos contratos e da conjuntura
econdmica, em ultima instancia. Essa queda na agregacao afeta os niveis de capital que
dependem diretamente da diferenca entre os investimentos liquidos e a depreciacao
do capital naquele periodo. Ou seja, mais detalhadamente, o lucro contém parte do
investimento que deve ser reempregado na economia e que influencia na deciséo pelo
nivel de emprego, em um intervalo de tempo igual ao tempo de resposta do agente ao
novo nivel de capital e/ou investimento.

Como na interpretacdo keynesiana de equilibrio:

Quando o emprego aumenta, aumenta, também, a renda real agregada. A
psicologia da comunidade é tal que, quando a renda real da comunidade
aumenta, o consumo agregado também aumenta, porém ndo tanto
quanto a renda. Em consequéncia, os empresarios sofreriam uma
perda se o aumento total do emprego se destinasse a satisfazer a maior
demanda para consumo imediato. Dessa maneira, para justificar qualquer
volume de emprego, deve existir um volume de investimento suficiente
para absorver o excesso da producéo total sobre o que a comunidade
deseja consumir quando o emprego se acha a determinado nivel. A ndo
ser que haja este volume de investimento, as receitas dos empresarios
serdo menores que as necessdrias para induzi-los a oferecer tal volume
de emprego. Daqui se segue, portanto, que, dado o que chamaremos de
propensao a consumir da comunidade, o nivel de equilibrio do emprego,
isto é, o nivel em que nada incita os empresérios em conjunto a aumentar
ou reduzir o emprego, dependerd do investimento corrente. O montante
de investimento corrente dependerd, por sua vez, do que chamaremos
de incentivo para investir, o qual, como se verificard, depende da relagcéo
entre a escala da eficiéncia marginal do capital e o complexo das taxas
de juros que incidem sobre os empréstimos de prazos e riscos diversos.
(KEYNES, 1970, p.31)

O investimento tem que cobrir a excedente do produtor para que o empresario
seja desmotivado a interferir na mao-de-obra. Ou ainda, essas inversées dependem do
volume de capital empregado e da taxa de lucros. A partir dai, a chave do problema é
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a transicao dos niveis de emprego da industria para a firma, em conformidade, com a
escala da eficiéncia marginal do capital (a taxa de lucro) e da taxa de juros do mercado.
Essa caracteristica é contemplada no modelo, de acordo, com o controle proporcional do
capital sobre a demanda interna de emprego, num cendrio em que o lucro se capitaliza
ataxa nominal de juros. Encontrando seu limite no mercado de empréstimos, o patamar
na taxa de juros do mercado condiz com desejo de maximizagao das rendas, futura e
presente (OLIVEIRA, 2013). Notas técnicas do DIEESE - Departamento Intersindical de
Estatisticas e Estudos Econdmicos, instituto que subsidia pesquisas sobre mercado
de trabalho, mostram o movimento coordenado do PIB e do estoque de emprego
formal (DIEESE, 2012, 2014, 2014b). A dinamica do produto coincide com o periodo
de crescimento de emprego, mesmo para periodos de tempo mais significativos
(ARMITRANO, 2013).

Figura 1: Salario Real versus Nivel de Emprego.

w/P

W/p*

Fonte: (ROCHA, B.F. et al, 2013).

Logo, a primeira abordagem considera de maneira implicita a relacao de
proporcionalidade entre capital e trabalho, ao longo do tempo. E, ainda, auxilia noutro
sentido, como o foco é a demanda agregada nao realizada, a teoria tira do equilibrio o
pleno emprego e estabelece um equilibrio com desemprego. Desta forma, os salérios
ficam determinados a partir dos movimentos da demanda efetiva, sugerindo a existéncia
de vdrios niveis de emprego de equilibrio, nos quais o empregador é desmotivado a
interferir no nivel de emprego. Como observa-se na Figura 1.

O nivel de emprego de equilibrio ndo esta no encontro entre as curvas de oferta Z(N)
e de demanda DE(N) por trabalho, deduz-se que o nivel correspondente ao equilibrio
parcial NA* deve se ajustar, temporalmente, as expectativas de receitas das empresas
para liquidez do salario real do estafe. Por exemplo, na Figura 1, o deslocamento do nivel
emprego do ponto P1 até o ponto de equilibrio geral, na interseccdo das retas, mostra
que existe um intervalo de possibilidades de emprego antes que a empresa atinja o
equilibrio total. Com isso, Keynes criou uma teoria de crescimento com desemprego.
Em consequéncia disso, o ponto de equilibrio correspondente ao pleno emprego no
ponto P2 estipula a oferta maxima de trabalhadores de uma sociedade levando em
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consideragdo o crescimento populacional. As variacbes temporais entre as expectativas
dos agentes figuram neste mesmo intervalo, ou seja, correspondem a parte esquerda
da Figura 2.

Figura 2: Mercado de trabalho keynesiano e as suas expectativas.
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Fonte: OREIRO e MISSIO (2006).

As curvas Z(N) e D(N) sao curvas de oferta e demanda por emprego e D (N), a
receita esperada. Logo, ao longo do tempo o lucro, geometricamente, igual a distancia
dos pontos de ambas as curvas, diminui até desaparecer no ponto de equilibrio. O que
poderia sugerir a escolha por um crescimento positivo da funcao lucro. Neste caso, os
juros sao atribuidos, exclusivamente, a valorizacédo ou desvalorizacdo em regime de
empréstimos. Decorre que uma elevacdo no estoque de capital reflete as expectativas
por ajustes mais eficazes do nivel de emprego que otimize a curva dos lucros.

Pode-se afirmar que de forma geral a economia apresenta esse comportamento
previsto no modelo keynesiano, a eficiéncia marginal do capital influencia o nivel de
investimento que tem a contrapartida do lucro e da receita, suficientes para estabilizar
o nivel de emprego diante das expectativas. Em consequéncia disto, deve-se analisar,
mais detalhadamente, a demanda por emprego das firmas e, mais uma vez, o estoque
de capital das firmas. De resto,

As teorias que evoluiram da abordagem de Keynes em 1936 e Marshall em
1890 cujos principais representantes foram Perroux (1967), Myrdal (1965)
e Hirschman (1961) sao aquelas que enfatizavam o desenvolvimento
através da industrializacao. Tais teorias entraram em voga e passaram
a inspirar politicas publicas que buscavam o desenvolvimento
regional. O modelo ZFM foi fortemente influenciado pelas teorias do
desenvolvimento regional do segundo grupo, com destaque para
as ideias de: Myrdal, Hirschman, Perroux e North, uma vez que as
teorias deste grupo serviram como alicerce para o desenvolvimento
regionalizado no Brasil, seja no ambito federal por meio da implantagao
de grandes projetos estruturantes nas regides do pais, seja no ambito
estadual servindo também como mecanismo as politicas de atracdo de
novos investimentos. (SILVA et al,, 2019)
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3. Metodologia

3.1Teoria do controle 6timo

A Teoria do Controle Otimo teve inicio com estudos classicos de otimizacdo na
tentativa de resolver um famoso problema por parte de proeminentes matematicos no
fim do século XVII, o problema da braquistécrona. O primeiro cientista a enfrenta-lo foi
Galileu Galilei,em 1638, mas nao obteve éxito. O problema foi proposto, posteriormente,
por Johann Bernoulliem junho de 1696 nas Acta Eruditorium, da seguinte forma:“Dados
dois pontos A e Bem um plano vertical, atribuir a um mével M a trajetéria AB ao longo
da qual sob a acao de seu proéprio peso, o mével vai do ponto A ao ponto B no tempo
mais curto”. Buscava-se a definicdo de uma trajetoria de tempo minimo para a acéo da
forca gravitacional de um corpo fisico.

A resolucéo foi alcancada no ano seguinte por Jacques Bernoulli, Newton, Leibniz
e o Marqués de I'Hopital marcando o nascimento do Caélculo das Variagcées; uma
generalizacdo do célculo elementar de maximos e minimos de func¢des cujo dominio
é um conjunto de curvas.

Em 1956, L.S. Pontryagin e de seu grupo de colaboradores; V.G. Boltyanskii, R.V.
Gamkrelidze e E.F. Mishchenko, aplicaram condi¢des iniciais a um conjunto fechado
especificando as equacgdes do Célculo Variacional, estava criada a Teoria do Controle
Otimo; um conjunto condicbes necessarias, incluindo as condicées de Euler-Lagrange
de Weistrass, obtidas através da formulacdo do Principio do Maximo (PONTRYAGIN et
alii, 1962).

A Teoria do Controle Otimo é utilizada na resolucio de problemas de Otimizacdo
Dinamica em que o tempo é uma varidvel explicita e buscam-se trajetérias timas tanto
para varidvel de controle, fator que afeta a varidvel independente denominada varidvel de
estado que representa o estado do sistema ao longo do tempo, seguindo-se do resultado
6timo da funcao objetivo; descrita, previamente, em funcao das trés ou mais varidveis.

3.1.1 Principio do méximo de Pontryagin

Passa-se a descricao da ferramenta utilizada na resolucdo do problema de
maximizacdo dos lucros das empresas do PIM. O Principio do Maximo exige um método
semelhante ao dos Multiplicadores de Lagrange. Por analogia, a funcdo Hamiltoniana
representa a funcdo de Lagrange e a variavel de coestado, o multiplicador de Lagrange.
Porém, a diferenca entre os fundamentos matematicos é muito maior. Derivam,
principalmente, das diferentes maneiras de definir a caracteristica dinamica do sistema.
A formulagao lagrangeana admite solu¢do num espago n-dimensional (espago de
configuracdo) com uma infinidade de curvas a sua escolha, através de uma equacéo
diferencial de segunda ordem. Enquanto, a formulagao hamiltoniana admite solugdo
para o espaco 2n-dimensional (espago de fases), com um par equacdes paramétricas
diferenciais de primeira ordem: a equagao de movimento das varidveis de estado e de
coestado (NETO, J. B, 2004).

Em outras palavras, o método de Lagrange atinge o ponto étimo por uma infinidade
de trajetdrias no espaco, ja no método de Hamilton, isso se d4 pela escolha de uma
trajetoria descrita por duas familias de curvas. Portanto, como temos apenas uma
funcao 6tima e, esta deve obedecer a condicdo necessaria de primeira ordem como
veremos a seguir, podemos concluir que o método hamiltoniano deve transformar um
problema dinamico (de integracdo) em um problema estético (de diferenciagdo) com
evolucao temporal da restricdo. O que significa que estamos resolvendo um problema
mais simples.
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Detalhadamente, afunc¢do hamiltoniana é uma fungao de quatro variaveis: t, tempo;
y, varidvel de estado; y, varidvel de controle; e, 4, a varidvel de coestado ou multiplicador
de Lagrange. Esta Ultima é interpretada economicamente como preco sombra, ou seja, a
variacao de valor da funcdo objetivo dada uma variagao unitaria em uma das restri¢oes
(SALVATORE, 1996). Ao nosso estudo temos um significado muito proximo, revela a
variagao da funcao objetivo dada uma variacdo na equacao de movimento para variavel
de estado, uma vez que as restri¢cdes, na abordagem lagrangiana, equivalem a equacao
de movimento da Teoria do Controle.

Exemplo de funcdo hamiltoniana de controle, a seguir:
H(t,y,u,M)=F(t,y,u)+A(t) f (¢, y,u) )
A funcdo H é a funcdo hamiltoniana composta pela funcdo objetivo £, somada ao
produto da funcao de preco sombra A pela equacdo do movimento; a relacdo entre

as variaveis do modelo. Esse tipo de funcdo acima resolve o problema do Calculo
Variacional do tipo:

T
maximizar _[0 F(t,y,u)

sujeitaa y = f(t,y,u) )]
y(0)=4;  y(¢) livre
u(®)eU Vtel0;T]

A integral definida (2) quando associada a um valor real representa um funcional,
uma funcdo de fungdes (FLORES, 2011); objeto de estudo do Calculo das Variagdes. A
equacao diferencial (3) é a equacdo de movimento da variavel de estado; descreve a
dindmica do sistema.

A resolucao pela Teoria do Controle, é conjunto de condicdes necessdrias abaixo,
denominado Principio do Maximo de Pontryagin:

i) H (y,u' )2 H(y,u,p)vt €[0,T] )

... OH

ll)y=a—=f(y,u) (4)
i

. OH

Lo OH :

iii) & (5)

iv) M(T) =0 (6)

Vamos as explicagoes. A otimizacao da varidvel de controle antecede a otimizacao
da funcdo objetivo. Logo, a equacdo (4) é a otimizacdo da varidvel de controle durante
todo o intervalo de tempo quando hé restricdao temporal; denominado de periodo de
planejamento. As equacgdes (5) e (6) sdo as equagdes de movimento, lembrando que
trabalha-se com a hipétese de que o controle atua sobre a varidvel de estado através
da equacdo de movimento. A especificacdo (7) é a condicdo de transversalidade que
deve ser utilizada quando nao ha condicbes de fronteira para definir as constantes no
transcurso da solucdo, representa a escolha do alvo da trajetéria temporal da funcéo
objetivo. Quando a regiao de controle é aberta a hamiltoniana admite derivada em

relacdo a varidvel de controle e a equacao (4) é substituida pela expressao:
OH
2.0 7)
n

Caso contrario, a regido de controle tem restricao, o dominio torna-se um conjunto
fechado e, solucbes de fronteira sdo possiveis. Em consequéncia disto, a equacéo (8)

41

R. Bras. Eco. de Emp. 2022; 22(2): 33-57



42

Modelo de controle étimo para empresas do polo industrial de Manaus

torna-se invélida (CHIANG,2005).

Mas, para o nosso objetivo é necessario um caso mais particular. A solucdo para
problemas autdbnomos, ou seja, problemas cuja funcao objetivo ndo depende do tempo,
a técnica aplicada no presente trabalho.

3.1.2 Problemas auténomos

Um Problema Auténomo é um tipo de problema cuja fun¢do ndo depende
explicitamente da varidvel tempo, ou seja, para o qual a data ndo importa. Ao invés
disso, o importante é a interacdo atemporal das varidveis de controle e de estado na
obtencao dos niveis 6timos procurados (CHIANG, 2005). Matematicamente, os problemas
autdbnomos sdo mais faceis de resolver porque as equacdes de movimento tornam-se
mais simples.

O problema auténomo é definido, portanto, pelo Calculo das Variacbes por:
. . T
maximizar IO G(y,u)dt

sujeitaa y = f(y,u)
y(0)=4;  y(¢) livre
u(®)eU Vte[0;T]

(8)

Ointegrando representa afuncao objetivo. O limite superior de integracdo é o tempo
com trajetdria do controle e do estado correspondentes.

Na Teoria do Controle, a resolucdo desse tipo de problema nao-auténomo faz-se
pelo produto do termo de correcdo e com a fungao objetivo para retirar a influéncia
da variavel tempo.

Consequentemente, a funcdo hamiltoniana deve ser descomplicada pela forma:

H=G(y,u)+Mt)f(y,u) ©)

H_é denominada fungdo hamiltoniana de valor corrente e o termo 1 multiplicador

de valor corrente, sendo que p=Ae". Essa substituicdo, retira o termo de desconto da

funcao objetivo e torna o problema num sistema auténomo. Onde apenas a variavel de

coestado u esta em funcdo do tempo. Desta maneira, o Principio do Maximo ajustado
as substitui¢des resulta em:

D) H (' )= H(pau )Vt e[o,T]v‘Zﬂ=o (10)
u

i)y = Z—H = f(y,u)  (Equacao de Movimento da variavel de Estado) ()
u

i) i1 = _66_H (Equacdo de Movimento da variavel de Coestado)  (12)
V
v)uwT)=0 (Transversalidade) (13)

As equagdes de (10) a (13) acima sdo equivalentes as de (3) a (6). Com uma diferenca
entrea(13) ea(6), porque a derivada de y pela regra do produto tem dois componentes
e, a condicdo de transversalidade para reta vertical de (7), junta-se a segunda condicao
para reta horizontal. Completando o conjunto de condi¢des que serdo empregadas na
resolucdo do modelo proposto.
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4, Resultados

Os resultados se dividem em resultados econdOmicos em que se aborda as relagdes
entre as varidveis para o caso do PIM e os resultados advindos da modelagem matematica
como sugestdo tedrica para o problema original que é controlar as mesmas varidveis.

4.1 Resultados econémicos

Inicia-se pelo estudo do Modelo de Desenvolvimento Regional denominado Zona
Franca de Manaus através do qual o Polo Industrial constituiu-se, ao longo do tempo,
em base de sustentacdo tanto dos incentivos empresariais quanto dos beneficios sociais
gue sdo a contrapartida econdmica as rentncias do estado brasileiro.

Historicamente, com o fim do ciclo da borracha houve a proposta, através do projeto
delein®1.310 de 23 de outubro de 1951 do Deputado Francisco Pereira da Silva, de um
modelo econémico baseado num Porto Franco com o intuito de fomentar a atividade
comercial na regido e em paises confinantes. Apds a emenda do Deputado Mauricio
Jouppert com o entendimento de que a criacdo de uma Zona Franca estenderia os
beneficios econdmicos, a lei n° 3.173 foi sancionada pelo Presidente Juscelino Kubitschek
e publicada no Didrio Oficial da Unido em 12 de junho 1957. Estava criada a Zona Franca
de Manaus.

Porém, os investidores sé se sentiram atraidos com a alteracao deste dispositivo pelo
Decreto-Lei n° 288, de 28 de fevereiro de 1967, promovida pelo governo do Marechal
Humberto Alencar Castello Branco no ambito da Operagdo Amazénia, um conjunto de
medidas iniciadas no ano anterior que objetivavam o financiamento da iniciativa privada
diante da situacdo geopolitica em que o Brasil e o mundo se encontravam no pos-
Segunda Guerra. A saber, o pais estava sob um governo militar desde 1964 que buscava
uma estratégia de desenvolvimento e integracdo do territério nacional (BENCHIMOL,
1997), enquanto os paises desenvolvidos estavam descentralizando o capital industrial
em busca da oferta de mao de obra em regides ndo industrializadas, movimento que
ficou conhecido como “didspora industrial” (FURTADO, 1992).

Desde sua criagdo, a Zona Franca de Manaus (ZFM) sofreu vérias mudancas no
regramento juridico e administrativo movidas por objetivos politicos diferentes. E,
em parte, influenciados por decisdes de fora do pais. No entanto, pode-se descrever
resumidamente as trés fases iniciais do modelo de Zona Franca (MACHADO et alj, 2006):

Primeira fase, entre 1967 e 1976, caracterizou-se pela formagdo do comércio interno
com livre importacédo. O espaco do distrito Industrial foi criado em 30 de setembro de
1968 (ALMEIDA,2011). Fase da criagcao de postos de trabalho com baixa remuneracao
na Industria Montadora.

Segunda fase, de 1976 a 1991, foi marcada pelo Modelo de Substituicao de
Importacdes em economia fechada, indice minimo de nacionalizacéo e pelo incremento
do turismo de compras. Fase intensiva em trabalho com aumento de capital nacional.

Quadro 1 - As fases da Zona Franca de Manaus

Periodos 1951-1967 1967-1975 (12) 1975-1991(2%) 1991- Atuais (3%)
Denominagédo Embrionaria Afirmagao Consolidagédo Desenvolvimentista
Caracteristica Existéncia no papel Inicio das operagdes Elevado nivel de comércio Parque Industrial Vertical
Marco Regulatério  |-o1-310/51 - D. lei 288/67 - D. Lei 1.435/75 Lei N. 8.387/91

Lei 1.173/57 D. lei 61.244/67

Fonte: Adaptado de Leocéddio (2016).

E aterceira fase, de 1991 em diante, marcada pela abertura econémica, substituicao
do indice minimo de nacionalizagao pelo Processo Produtivo Basico (PPB), a diminuicao
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da atividade comercial e a modernizacao do Polo Industrial de Manaus. Fase intensiva
em capital com diminuicao dos postos de trabalho.

Os numeros ordinais que estao dispostos na primeira linha do Quadro 1 representam
asfases descritas no texto. Ainda assim, mesmo que exista outras divisbes como descritas
por Almeida (2011), hd um consenso entre os escritores classicos sobre essa classificacdo
que é confirmado em trabalhos recentes, desta forma:

Ao analisar o desenvolvimento da ZFM, diversos autores como Carvalho
(2009), Garcia (2007), Mourao (2006), Salazar (1992), e até recentemente
a propria SUFRAMA (2012d) consideram que o modelo tem apenas trés
fases, com a primeira iniciando-se em 1967. (MENDONCGCA, 2013, p. 41).

Além disso, outras classificacdes para o modelo sdo decorrentes de analises
conjunturais e carecem de marcos legais e, consequentemente, temporais. Portanto,
passamos ao estudo do viés industrial da ZFM que teve seu apogeu na ultima fase e
estende alguns de seus fundamentos até os dias de hoje e é o objeto desse trabalho.

4.1.1 O polo industrial de Manaus (PIM)

Segue-se com a analise apenas dos investimentos industriais, separados dos
investimentos do comércio e da agropecuaria, os outros polos de atuacdo da Zona Franca.
Durante a primeira fase, foram apresentados a SUFRAMA, érgéo vinculado ao Ministério
da Economia criada pelo Decreto-Lei n° 291 de 28 de fevereiro de 1967 e responsavel
pela administracdo dos incentivos fiscais, 114 projetos industriais num cendrio ja
mencionado de dependéncia da economia externa como projeto governamental de
desenvolvimento e interacdo regionais. No decorrer da segunda fase, houve o incremento
de 815% nos projetos apresentados a autarquia o que demonstra que o fechamento
da economia pelo governo militar vigente aliado ao fortalecimento do Modelo de
Substituicdo de Importagdes (MSI), a exigéncia de indices minimos de nacionalizacdo e
ao contingenciamento fomentaram um crescimento industrial num periodo conhecido
como “milagre econdmico” cujo resultado foi a utilizacdo intensiva do fator trabalho.
Em outras palavras, o modelo que se estendeu de meados dos anos 1970 ao inicio dos
1990 protegia a industria aplicando restricdes em todo o territério nacional o que criou
um enclave comercial na regido. Ademais, a manutencao de cotas de importacdo tinha
o intuito de melhorar a balanca comercial e refletiram no desenvolvimento do terceiro
setor através do turismo de compras, os altos indices de nacionalizacdo do produto por
sua vez aumentaram o nimero de empregos diretos e indiretos usados e, por fim, como
a maior parte do produto estava destinada ao Estado de Sdo Paulo o PIM exercia certo
controle sobre o mercado consumidor (MACHADO, 2006).

Na avaliacdo dos resultados desse periodo pode-se destacar que,

Até fins de 1983, a Suframa havia aprovado 266 projetos industriais (218
ja estavam implantados) distribuidos em 21 setores, com investimentos
fixos no valor de US$ 5 bilhdes e a geracao de 51,6 mil empregos diretos.
A producdo industrial da Zona Franca de Manaus alcancava resultados
econOmicos e tecnoldgicos bastante positivos. Além de atingir elevados
indices de nacionalizacdo, reduzindo importa¢des e economizando
divisas para o pais, registrava niveis crescente de desagregacao dos
componentes utilizados e de absorcao de tecnologia. (GARCIA, 2004,
p.95).
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Com o passar do tempo, houve o esgotamento do Modelo de Substituicao de
Importagdes ocorrido por varios motivos, dente eles; os choques do petréleo de
1973 e 1979 que aceleraram a inflacdo na década de 80 e influenciaram as taxas de
juros mundiais, desencadeando a desvalorizacdo da moeda nacional como saida para
amortecer os desequilibrios externos. Além disso, a recessdo econdmica dos anos de
1981 a 1983 desvelou a crise de endividamento publico e a dificuldade em manter a
politica intervencionista do Estado (MARQUES et al, 2004) resultando no processo de
abertura econdmica, marca indelével do que estava por vir, o livre comércio.

O PIM estava mais uma vez ameacado e a Unica saida era o redirecionamento do
modelo de politica industrial, a ZFM mudou do formato de Zona Empresarial para o
de Zona Franca Industrial, ou seja, migrou do objetivo de desenvolvimento regional
e geracao de empregos para da politica de qualidade e competitividade na industria
(CARVALHO, 2009).

Na terceira fase, apés 1991, a reestruturacao do Polo Industrial de Manaus (PIM)
firmou-o como eixo motor do desenvolvimento regional a partir da abertura econémica
dos anos 90 e, principalmente, da mudanca na forma de medir a participacdo nacional
no produto industrial com a adocdo de uma nova metodologia, a saber,

O PPB foi definido pela Lei 8.387, de 30 de dezembro de 1991 (BRASIL,
1991) como“o conjunto minimo de operagdes no estabelecimento fabril
que caracteriza a efetiva industrializacdo de determinado produto” e
passa a ser utilizado como a contrapartida a ser cumprida pelas empresas
de qualquer setor instaladas no PIM. (MENDONCA, 2013, p).

Dentre as mudangas significativas esta o acesso das empresas as cadeias mundiais
de producdo de insumos que levaram a utilizacdo de novas tecnologias em livre
concorréncia com o mercado externo. No quadro a seguir temos a quantidade de PPB’s
apresentados no inicio da terceira fase da ZFM:

Tabela 1 — Niimero de Processos Produtivos Basicos de 1993 a 2004.

ANO Processos Produtivos Basicos
1993 586
1994 41
1995 5
1996 60
1997 106
1998 107
1999 17
2000 93
2001 633
2002 236
2003 117
2004 145
Total 2.146

Fonte: Adaptado de Garcia (2004).

Pode-se observar uma queda brusca entre os anos de 1993 e 1994, uma estabilidade
nosanos de 1997 e 1998, e um salto entre 2000 e 2001. Do que se pode deduzir um nivel
de producao diferente para cada cenario econémico diferente, afetando a atratividade
dos investimentos e, consequentemente, o nivel de emprego praticado. Sendo que o
objetivo deste trabalho, como ja foi descrito, é apresentar um modelo matematico para
esses dois Ultimos niveis com a intencao de atingir o lucro méximo das empresas ou do
setor uma vez assumidas as fung¢des de producéo e custo descritas.
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4.1.2 Os empregos

A partir de agora compara-se o interesse empresarial e a decisdo sobre o nivel de
emprego no periodo ja citado. Os motivos: Primeiro, o intervalo considerado na tabela
1 possui todos os tipos possiveis de movimento do indice estudado (nimero de PPB’s
fixados); crescimento e decrescimento abruptos, crescimento e decrescimento suaves
e estabilidade. Segundo, o intervalo de mais de uma década encontra-se em uma Unica
fase do modelo de desenvolvimento. Terceiro e Gltimo, em uma rapida observacao do
cendrio nacional, essa fase inicia-se com o Plano de Estabilizagdo Econémica denominado
Plano Real em 1993 implementado no governo Itamar Franco no contexto assim descrito:

Mendonca de Barros e Goldenstein destacavam que a economia brasileira
passava por quatro processos que interagiam entre si: globalizacéo,
abertura econdmica, estabilizacdo e privatizacdo. Essas transformacoes
estariam alterando a estrutura basica do capitalismo brasileiro e
provocando uma verdadeira revolucdo. (LACERDA, 2010, p. 220).

Parece 6bvio que esta estabilidade nao foi conseguida de maneira simples. Portanto,
parte-se do exame do ano 1990. Neste ano registrou-se 76.798 empregos diretos,
enguanto nos anos seguintes, 58.875 e 40.361 empregos, respectivamente. Uma reducéo
devido a“reconversdo industrial” associada a liberagdo das importagées em todo o pais
e a alteracdo da metodologia dos indices de nacionalizagdo. Tem-se:

Tabela 2 — Nimero de Processos Produtivos Basicos, mao de obra, e Percentual de méo

de obra.
ANO Processos Produtivos Basicos Mao de Obra Mao de Obra (%)
1993 586 37.734 Ano Ref.
1994 41 41.477 10
1995 5 4.876 29
1996 60 48.494 29
1997 106 50.773 35
1998 107 49.583 31
1999 17 43.114 14
2000 93 50.005 33
2001 633 54.759 45
2002 236 57.812 53
2003 117 64.971 72
2004 145 79.448 111
Total 2.146 626.930 -

Fonte: Indicadores de Desenvolvimento do Polo Industrial de Manaus (1988-2013).
Elaborado por: COISE/CGPRO/SAP - SUFRAMA.

Pode-se observar que o ano 1990 foi o de maior nimero de pessoas ocupadas na
industria, s6 comparado ao ano de 2004, o que comprova que o modelo da segunda
fase operou com caracteristicas de monopdlio, isto &, a industria estava protegida, tinha
acesso a um grande volume de mao-de- obra e tinha controle sendo acesso ao maior
mercado consumidor do pais, o Estado de Séo Paulo. Logo, esta justificado que este ano
foi 0 dpice do MSl e seu declinio ocorreu exatamente ap6s 1991 com o nimero minimo de
empregos sendo atingido no ano de 1993, inicio da série e ano utilizado como referéncia.

Analisando o quadro acima, o nimero de PPB’s apresentados tem pouca relacéo
com o nivel de empregos, mas nota-se que a porcentagem de crescimento da méao
de obra de cada ano comparada ao ano de referéncia indica a existéncia de um nivel
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minimo de pessoas ocupadas, ou seja, de um estoque de empregos que se manteve
praticamente o mesmo nos anos de 1995 e 1996, teve uma pequena variagao entre os
anos de 1997 e 1998 embora fossem apresentados, praticamente, a mesma quantidade
de projetos, e que os anos em que apresentaram mais projetos a SUFRAMA foram os
de 1993 mesmo com crescimento de apenas de 10% no nivel de emprego, reacdo a
capacidade ociosa herdada do triénio anterior, e de 2001 com o maior nimero de projetos
e um crescimento de 12% de mao de obra. E, ainda que 0 ano que menos teve os PPB’s
teve umas das maiores quantidades de pessoas ocupadas em relacdo ao ano-base. Até
porque o numero de PPB'’s apresentados ndo necessariamente é igual ao nimero de
projetos implementados, e, sim, demonstra um interesse das empresas de varios setores
em estabelecerem-se no PIM.

4.1.3 Os investimentos liquidos

Existe ainda uma outra dificuldade de interpretar a tabela acima. O nimero de
projetos apresentados inclui os outros dois polos de atuacdo da ZFM, mesmo que se
entenda que na terceira fase o PIM sobressaiu-se sobre os demais. Portanto, passamos
a analise dos investimentos produtivos liquidos, especificamente, do Polo Industrial
de Manaus e, depois, a relacdo deste com o nivel de emprego. Aqui deve-se lembrar
que os investimentos liquidos, também, representam a variacao no estoque de capital,
inclusive, no Modelo Neoclassico de Crescimento Otimo (CHIANG, 2006) para explicar
que néo se estda mudando o objeto e muito mesmos as varidveis em estudo. Portanto,
fez-se imprescindivel mudar para um periodo com maior quantidade de dados de
comparacdo mudamos de periodo, de 2000 a 2010. Salientando que nédo havia dados
para os investimentos liquidos para o periodo entre 1993 a 2004, conforme Tabela 3.

Tabela 3 - Investimentos Produtivos Liquidos e percentual do Investimentos Produtivos
Liquidos entre os anos de 2000 a 2010.

Ano Investimentos Produtivos Liquidos Investimentos Produtivos Liquidos
(milhdes US$) (%)
2000 1.549,1 Ano Ref.
2001 1.963,6 27
2002 2.089,4 35
2003 2.759,4 78
2004 3.448,6 123
2005 4.565,7 195
2006 5.548,3 258
2007 6.703,1 333
2008 7.915,0 411
2009 7.895,9 410
2010 9.278,9 499
Total 53.717,00 -

Fonte: Indicadores de Desenvolvimento do Polo Industrial de Manaus (1988-2013).
Elaborado: COISE/CGPRO/SAP- SUFRAMA.

E possivel verificar um nivel baixo de investimento um ano apés o ano de referéncia,
alta acumulada no ano de 8%, seguido de uma subida vertiginosa, com alta de 43% no
terceiro ano da série, culminando com o nivel maximo em 2010. Nesse ano o volume
de investimento foi 500% maior do que do ano 2000. E uma estabilidade nos anos 2008
e 2009. A pergunta é: Qual foi o nivel de emprego praticado em relagdo ao volume de
investimento aplicado neste ano? E evidente que o investimento liquido representa
a variacdo do capital ao longo do tempo diante de um investimento total constante.
Além do mais, parte desse investimento deve pagar uma massa de salario que varia
de acordo com a decisdo das empresas no que se refere ao estoque de empregos. E,
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de acordo com a decisao das empresas no que se refere ao estoque de empregos. E,
portanto, o nivel de emprego deve ser proporcional ao investimento liquido (Hipotese
de Proporcionalidade). Basta saber, o quanto?

4.1.4 A relacdo entre os investimentos liquidos e o emprego

Na Tabela 4 tem-se o Nimero de Pessoas Ocupadas na década a partir do ano 2000:

Tabela 4 — Pessoas Ocupadas e Pessoas Ocupadas (%) entre os anos de 2000 a 2010.

Ano Pessoas Ocupadas Pessoas Ocupadas (%)
2000 50.005 Ano Ref.
2001 54.759 10
2002 57.812 16
2003 64.917 30
2004 79.448 59
2005 89.867 80
2006 98.666 97
2007 9.872 97
2008 106.914 114
2009 92.695 85
2010 103.662 107
Total 897.465,00 -

Fonte: Indicadores de Desenvolvimento do Polo Industrial de Manaus (1988-2013).
Elaborado: COISE/CGPRO/SAP - SUFRAMA

Constata-se no primeiro biénio da série um crescimento modesto (15%) e constante,
depois, novamente, no biénio 2004-2005 também um crescimento de 20% em relacao
ao ano anterior. Uma estabilidade em 2006-2007. Agora compara-se as porcentagens
dos investimentos liquidos e dos empregos, lembrando que ambos sdo acumulados
ano apds ano.

Da Tabela 5 pode-se concluir que o acréscimo percentual é proporcional tanto em
mao-de-obra como em investimentos apenas nos anos 2001-2002. A estabilidade dos
indices ocorreu em diferentes periodos o que demonstra a iniquidade da evolucédo
dos fatores trabalho e capital no modelo citado. Isso deve-se, em parte, a conjuntura
politica e econdmica da época, mas a explicacdo foge do escopo do trabalho que almeja
encontrar, matematicamente, niveis 6timos para essas variaveis de tal forma que seja
ajustavel nas equagdes e indiscutivel os patamares aplicados.

Tabela 5 - Porcentagens de Pessoas Ocupadas e de Investimentos Produtivos Liquidos.

Ano Pessoas Ocupadas (%) Investimentos Produtivos Liquidos (%)
2000 Ano Ref. Ano Ref.
2001 10 27
2002 16 35
2003 30 78
2004 59 123
2005 80 195
2006 97 258
2007 97 333
2008 114 411
2009 85 410
2010 107 499

Fonte: Indicadores de Desenvolvimento do Polo Industrial de Manaus (1988-2013).
Elaborado: COISE/CGPRO/SAP - SUFRAMA.
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4.2 Resultados matematicos

Os resultados aparecem da aplicagdo do Principio do Maximo de Pontryagin
ao seguinte problema matematico, a otimizacdo da funcdo de lucro composta pela
funcao de producdo Cobb-Douglas e pela funcao linear nos custos. A inspiracdo em
tratar o assunto deve-se ao trabalho do Professor Dr. James Kahn (Rivas et a/,2009) no
qual foram utilizadas func¢des de producdo log-linear no modelo de comportamento
matematico do PIM. No entanto, em relagdo a equacao diferencial de restricdo admite-
se a proporcionalidade dos fatores ao longo do tempo o que corresponde a Equagao
de Demanda por Trabalho de Ricardo. Desta forma, chega-se a primeira formulacdo do
problema.

4.2.1 Primeira formulagdo matematica

maximizar IOT n(L, K) dt
sujeitaa L = f(K)
L(0)=4; L(t)livre
K(t)eK V te[0;T]

(14)

Funcédo de Lucro

A funcao de lucro é composta pela funcao de producdo Cobb-Douglas e a fungao
linear dos custos. Veja abaixo:

(L, K)=PAK"L™" —rK —oL (15)

Em que:

1= Lucro empresarial

P = Prego do bem menos o custo de transporte unitario

A = Parametro da escala de produgao

o = Parametro da escala de produgdo em relagdo aos insumos
7 = taxa de juros da economia

o= salario

K = Capital empresarial (varidvel de controle)

L = Demanda empresarial por trabalho (variavel de estado)

O comportamento restritivo

Arestricdo tem um andlogo naTeoria de Desenvolvimento de David Ricardo. A saber,
aequacao representa a demanda por trabalho no modelo de desenvolvimento classico
(SOUZA, 1999, p. 109) em que a demanda por trabalho é proporcional a acumulacéo
do capital durante um periodo de tempo. As mudancas na quantidade dos insumos
podem serinterpretadas de duas maneiras: Pelo carater puramente matematico, ou seja,
em relacdo a variacdo temporal da quantidade absoluta dos insumos. Ou pelo caréter
econdmico, em que se considera o estoque dos insumos, visdo no ambito da gestdo
administrativa. Isso se deve em parte por se tratar de uma funcdo integral de variavel
constante. Em outras palavras, quando se vé apenas o alvo encontramos um nivel a ser
atingido, porém pode-se considerar, também, o volume de insumos empregados ao
longo do tempo. Como todo a acréscimo estd acima do ponto 6timo entende-se que o
nivel 6timo é igual ao estoque desejado.
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A restricao
aL _ 9K (16)
dt dt

Em que:

dL .
" = variagdo temporal do trabalho, estoque de trabalhadores ou demanda por trabalho

K . . . .
dd—t = variagdo temporal do capital, estoque de capital ou acumulagdo de capital

q = constante de proporcionalidade

A simplificacdo da equacgéo de restricdo com a substituicdo da variacdo temporal
do capital, ou ainda, do estoque de capital pela diferenca entre o investimento total e a
depreciacdo do capital é relevante para aresolucéo do problema e aplicacdo do método
e, apresenta uma substituicao bastante conhecida da teoria econdmica, principalmente,
da Teoria dos Investimentos.

Consequentemente, a restricao passa a ser:
dL
T gU-8K (17)
¢ )
Em que:
1 = investimento total

0 = taxa de depreciacdo do capital

Esse detalhamento é necessario para que se tenha apenas derivadas de
primeira ordem durante a aplicagao do método de resolucao, facilitando a solucao
e a compreensao do modelo. Importante salientar que a fungao de restricdo passa a
depender apenas do capital e ndo da derivada primeira do capital.

4.2.2 Segunda formulagdo matematica

. . T
maximizar jo n(L,K)dt
dL dK
sujeitaa —= —=q([I-0K 1
uj 7 7 q( ) (18)
L(0)=4; L(t)livre
K(1)eK Y te[0;T]

Primeiro passo, construir a funcdo Hamiltoniana, utilizada para resolver a otimizacao
do funcional cuja fungao objetivo é o lucro especificado.

H(LK.p) = (LK) + u(t)% (19)

Substituindo o argumento da fungao de lucro e a equagao de movimento da variavel
de estado, acha-se:

H =[ PAK“L"™ —rK —oL]+u[ q(1-8K)] (20)

Para resolver este problema auténomo, ou seja, problema no qual a funcao objetivo
nao depende explicitamente do tempo, devemos aplicar a funcdo Hamiltoniana, eq.
(7), um conjunto de condi¢des necessarias de primeira ordem denominado Principio
do Méaximo de Pontryagin.
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A primeira condicdo tem o intuito de otimizar a Hamiltoniana em relacédo a variavel
oH
de controle, onde 7-=0, logo:

oH _ o{[ PaK*L ™ —rK oL ]+u[q(1-5K)]}

=0 (21)
oK oK
Resolvendo para K; a varidvel de controle:
PAoK 'L —r—pgd=0 (22)
K o-1
PAa (fj =r+uqd (23)
L
a-1
K[ 7FRad ), (24)
PAo

O termo central ndo depende explicitamente do tempo, mas tem uma varidvel
dependente do tempo, p=g(t). Portanto, pode-se simplificar a notacéo, sugerindo que
exista uma funcdo D=D(u) ou, ainda, D=D(u(t)), como fungdo composta com . Mesmo
assim, que possa chegar facilmente no valor de D a partir dos valores de x, uma vez
que, existem apenas constantes e operacdes simples entre uma e outra varidvel. Esta
variavel u é o preco-sombra na interpretacdo econdémica, o multiplicador de Lagrange
na interpretacdo metodoldgica da matematica e a varidvel de coestado na Teoria do
Controle Otimo. Sendo assim, deduz-se da moderna teoria do controle que o elemento
abaixo é o atuador do sistema de controle. Em outras palavras, é afuncdo que orienta as
trajetorias dos insumos através do elemento de controle 1qé. Desta forma:

D(u(n) = (%j“ 25)

Nesta expressdo, apenas u é varidvel no tempo. Reescrevendo:

1
r+ugd ot
D = 26
(H) [ PAoa J 20)
E, finalmente
K=D(p)L (27)

Lembrando que a restricdo sugere que as varidveis de estado e de controle sao
dependentes do tempo. Assim:

K(t)=D(u(1)) L(t) (28)

E, dependendo do formato de g, o preco-sombra, pode-se utilizar a funcado D=D()
como uma funcdo que dependa apenas do tempo, D=D(t), e represente todo o termo
central da equacao (10). Desta maneira,

K(1)=D(t)L(r) (29)
O que esta sendo reinterpretado nas equagdes acima é: se Dé uma fungdo composta
com g, eq.(13), e, udepende de t. Logo, podemos deduzir que D dependa de ¢, eq. (14),

ou que Dé uma constante, eq. (12), o que pode ocorrer caso haja diferenca entre o tempo
do elemento que estd atuando no controle e o tempo das quantidades demandadas.

Continuando com a derivada do emprego em relacdo ao tempo e sua relacdo com
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a funcao Hamiltoniana; a funcao de restricao do problema é a equacdo de movimento
da varidvel de estado, o trabalho, que surge da derivada da Hamiltoniana em relacao
ao preco-sombra.
j=dL_ ot (30)
dt  ou
Mas o objetivo é resolver as equagdes de movimento, as trajetérias da varidvel de
estado e da variavel de controle. Portanto, substituindo na equacdo de movimento
da variavel de estado L, eq. (4), a equacao de otimizacdo da Hamiltoniana em relacao
a variavel de controle K eq. (12), encontra-se a equacao diferencial que representa a
dindmica da varidvel emprego.

dL

E:q[l—SK]:q[]—SDL]:q]—(qSD)L (31)

Dai,

dL

—=ql —(q0D)L

o, =41~ (48D) (32)
Arranjando mais um pouco:

d—L+ (¢8D)L=ql (33)

dt

O termo g6D a primeira vista ndo é constante porque D depende u que depende
do tempo como ja foi discutido, porém considerando-o constante tem-se uma equagao
diferencial de primeira ordem cuja solucdo traz importantes resultados. Para resolver,
recorremos ao método de resolucao de equagdes diferencias de primeira ordem (ZILL
et al, 2001) e, o fator de integracao & /@2 _ sny , resolvendo:

%[ Le("BD)’J = q]e("w)t (34)
oo e
Lel ™) = g1 (e;q;;)’) +K, (36)

E, finalmente, acha-se a equacdo de movimento da variavel trabalho:
L= é +K e 37)

Para encontrar a trajetdria 6tima do capital basta multiplicar esta funcédo por D
como na eq. (12):

K=DL= D(L = $+ Koe("sn)'j (38)

Resultando em:

I e
K :g+K0De (a3D): (39)

A ultima condicao necesséria é a equacao de movimento da variavel de coestado
ou do preco-sombra. Segue a ultima relacdo das variaveis estudadas com a fungao

Hamiltoniana e sua resolucao:
. OoH
Uu=—|— (40)
oL
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Resolvendo:

- o{[ PAK"L™ —rK —oL]+n[q(1-8K)]}

Q= 41
oL (41)
ii=—[ PAK* (1-a) L* — ] (42)
u:[m—PAU—a)(fj } (43)

L
‘ . ,
u=~. (44)
Considerando B constante, tem-se:

u(t)=Bt+C (Multiplicador de Lagrange ou varidvel de coestado) ~ (45)

Sabendo-se que i é uma funcao linear e que o coeficiente angular é a diferenca
entre o salario e a expressao que representa a derivada primeira da funcéo de producao
Cobb-Douglas, conclui-se que o termo, PA(lfu)(K/L)“, é igual ao Valor da Produtividade
Marginal doTrabalho, VPMgL, para a fungao de produgao citada. Por conseguinte, pode-
se reescrever a eqg. (17) como:

u(t) =[o-VPMgL]t+C, (46)

Expandindo a interpretacdo econOmica a partir da eq. (10) que representa a
otimizacdo da Hamiltoniana em relacéo a variavel capital, como ja foi citada. Tem-se:

VPMgK —r—pugd =0 (47)

Substituindo, também, o valor de s
VPMgK —r—{[0—VPMgL]t+C,}¢5=0 (48)

Encontrando uma relacdo linear entre os dois valores de produtividade marginal
dos insumos:

VPMgK =r+{[0—VPMgL]t}g5+C, (49)
Reorganizando,
VPMgK =(r+C,)-q8[VPMgL - o]t (50)

A interpretacdo marginalista apresenta uma relacdo linear entre os valores das
Produtividades Marginais dos insumos, ao longo do tempo. Da qual deduz-se que ndo
é o 6timo global do capital, uma vez que o valor da produtividade marginal do capital
nao é igual a taxa de juros que é a remuneragao do capital. Mas, introduz um elemento
de controle, ugd, composto pelo preco-sombra, a constante de proporcionalidade entre
o capital e o trabalho além da depreciacdo do capital, que perturba o 6timo da fungao
objetivo quando da sua derivacdo em relacdo a varidvel de controle. Por isto, vé-se que
toda a expressao C,-qo[VPMglL-w]t deve zerar para que o capital alcance o nivel 6timo
concomitantemente com o nivel 6timo do trabalho, em razdo da diferenca entre o valor
da produtividade marginal do trabalho e o salario, multiplicados pelas constantes g e
o, chegar ao valor de C, e interromper a contribuicéo.

53

R. Bras. Eco. de Emp. 2022; 22(2): 33-57



54

Modelo de controle étimo para empresas do polo industrial de Manaus

4.2.3 Validagcao do modelo

A validacdo do modelo desenvolvido se da através da analise das trajetérias 6timas
encontradas. Cada uma das equacoes, (37) e (39), possuem um termo dependente da
funcao exponencial. Séo eles, K e, e, K, e®", que respectivamente representam as
trajetorias 6timas.

Nos pontos estacionarios a dinamica dos fatores é zero, logo, das equagdes de
movimento, %ﬂz(l—éﬁk) , e Z—Ifﬂ—ak , chega-seem, Le % que sao; o ponto alvo da
varidvel de estado ou o ponto estaciondrio da eq. (37) e o ponto estaciondrio da equacgao
de movimento do capital, a varidvel de controle. Portanto, aplicando a condicdo de
transversalidade, 11(T)=0, acaba a contribuicdo do elemento de controle, 1:gd, a derivada
em relacao a variavel de controle da fun¢do Hamiltoniana, eq. (22), e, por conseguinte,
a produtividade marginal do capital se iguala ao valor de sua remunerac¢ao do capital,
r, a taxa de juros, concordando com a teoria econémica (BORJAS, 2012).

Por outro lado, o preco sombra é uma funcdo linear decrescente que s6 existe se
a produtividade marginal do trabalho for diferente da sua remuneracédo, , o salario,
também concordando com a teoria. Em outras palavras, as trajetérias saem dos

1 1 . 7. ; R
pontos, z5+X,, €, $+K, ,e chegam nos pontos estaciondrios de cada fator, além disso
esses pontos coincidem com a igualde entre as produtividades marginais e suas

respectivas remuneragoes.

5 Conclusao

Foram completadas todas as fases da modelagem matematica para o problema
autébnomo no dominio da Teoria do Controle Otimo maximizando um tipo especifico
de lucro das firmas. A saber, entende-se que essa fungdo de lucro pode ser praticada
por empresas do PIM que decidam pelas curvas de producdo e custo citadas. Para
isso, foram realizados estudos da relagéo entre os insumos que representam a fase de
experimentacao da modelagem.

A fase de abstracao foi dedicada a descricdo do problema a partir da escolha das
variaveis e de equacbes diferenciais que representam o comportamento matematico
do polo. A resolucédo se deu pela aplicagdo do maximo de Pontryagin que teve
suas consequéncias amplamente estudas. A modificacdo do problema se deu pela
substituicdo da derivada do capital pelo préprio capital na funcao de restricdo, passo
importante pra resolucdo do funcional. A validacdo do modelo ocorreu em concordancia
com a teoria econdmica, a produtividade marginal.

Concluiu-se a partir do estudo dos indices do PIM que houve momentos em que essas
varidveis atuaram conjuntamente com o aumento proporcional do nimero de pessoas
ocupadas em relagao aos investimentos produtivos liquidos. Porém, nao foi o que se
observou durante o todo o periodo, principalmente, na década de 2000 a 2010. O que
se observou foi o descompasso e o distanciamento dos investimentos relativamente a
quantidade de mao de obra utilizada.

O resultado sdo curvas de demanda de trabalho e capital que atingem o 6timo
quando se igualam a remuneracdo dos fatores. Ademais a andlise da funcdo Hamiltoniana
encontrou uma relacdo linear entre as produtividades marginais dos insumos em que
esta sendo exercido o controle almejado. Finalmente, o trabalho de carater matemético
conseguiu solu¢des importes do ponto de vista econdmico e da decisdo futura das
firmas para se controlar o nivel de emprego através do nivel de capital empregado num
cenario de proporcionalidade entre eles e de beneficios sociais, uma vez que ndao devem
acarretar disparidade entre os indices do PIM.
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